I11. DINAMIKA
3.1. Dinamikaya giris

Dinamika nozori mexanikanin elo bir bolmoasidir Ki,
burada cisimlorin harakoti onlara tosir edon qiivvalordon asili
olaraq oyronilir. Dinamika statika vo kinematikaya nisboton
daha genis bolmadir vo muasir texnikanin bir cox mosalalarinin
hoalli Gglin muhim shomiyyato malikdir.

Dinamikanin banisi boyik italyan alimi Qaliley (1564-
1642) hesab olunur. Qaliley birinci dofs olarag cismin geyri-
miintozom diizxatli harakatinda siirat vo tocil anlayislarini toklif
etmigdir. O, eyni zamanda miioyyon etmisdir Ki, verilmis
miisahids yerinda boslugda cisimlorin hamisi eyni tocills diisiir.

Dahi ingilis alimi Nyuton (1643-1727) 6zunin moshur
«Tobii folsofonin riyazi osaslari» osorindo  dinamikanin
osaslarmin sistemli izahin1 vermisdir. Sonralar dinamika digor
alimloarin asarlorindo inkisaf etdirilmisdir.

Nozori mexanika fonninin dinamika boélmasini adoton
iki hissoya boliirlor: maddi noqto dinamikas1 vo maddi sistem
dinamikasi.

Dinamikanin iki osas mosolosi vardir. Birinci  osas
masalodo maddi noqtonin, yaxud sistemin horakati verilir, tosir
edon qiivvelori tapmaq tolob olunur. Ikinci osas masaloda iso
maddi noqtoys, yaxud sistemo tosir edon qiivvalor verilir.
Horokatin kinematik tonliklorini tapmagq isa tolob olunur.

Dinamika masalalorini hall edarkon statika vo kinema-
tikada rast golinon anlayislardan slavs kiitlo, horokst miqdari,
kinetik enerci, inersiya momenti vo digar anlayislardan da
itifado edacayik.
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3.2. Dinamikanin 3sas qanunlari

Dinamikanin asas qanunlart birinci dofs olaraq Nyuton
torofindon sistemli sokildo izah edilmisdir. Ona géra do bu
ganunlara ¢ox vaxt Nyuton ganunlari deyirlor. Nyuton
qanunlarin1 bazon Kklassik mexanika ganunlar1 da adlandirirlar.
Ogor verilmis koordinat sistemina nazaran Nyuton qanunlari 6z
dolgunlugunu saxlayirsa, bu sistem inersial hesabaparma
sistemi adlanir. Bir ¢cox praktiki hesablamalar tclin Yer kiirasi
ilo bagli koordinat sistemini inersial sistem saymagq olar.

Birinci ganun (inersiya ganunu). ©gar maddi noqtays heg
bir qiivve tosir etmirso 0 0z siikunot, yaxud boraborsiiratli
diizxatli harokot halin1 saxlayir.

Ovvallor geyd etdiyimiz kimi, maddi noqte elo Cismo
deyilir ki, baxilan moasalonin sortlori daxilindo onun oSlgiilarini
nazardon atmag mumkin olsun.

Forz edok ki, F —baxilan maddi ndqtoys tosir edon
qiivva, V iso bu maddi ndqtenin siiratidir. Onda birinci ganunu

belo do ifado edo biloraik: agor F =0 olarsa V = const olar.

Maddi néqtenin qiivve tosiri olmursa 0z siikunat, yaxud
borabarstiratli diizxotli horokot halin1 saxlamasi xassasino
inersiya (otalot) xassoasi deyilir. Cisimlorin inersiya xassosi
Qaliley torafindon kosf edilmisdir.

Birinci ganundan belo bir maraqli natico ¢ixir Ki, ogor
maddi noqto doyison siiratls, yaxud oayrixatli trayektoriya tizra
horokot edirso, ona hokmon hansisa bir, yaxud da bir neco
qiivva tasir edir.

ITkinci gqanun (dinamikanin asas ganunu). Maddi néqtonin
kiitlosinin onun tacilina olan hasili giymat va istigamatca bu
maddi noqtaya tasir edon qiivvaya borabardir.

Ikinci ganunun riyazi ifadoesi

mW =F, 1)



burada m vo W — uygun olarag maddi ndqtenin kiitlesi vo
miitloq tacili, F iso ona tasir edon qiivvadir.

Kiitlo skalyar kamiyyat olub maddi néqtenin inersiyaliliq
(otaloatlilik) Olcustdir. Cismin kiitlosi onu togkil edon maddi
noqtolorin kiitlolorinin comina barabordir.

(1) ifadssi dinamikanin asas tonliyi adlanir. Bu tonliyi
Yer sothi yaxinliginda boslugda Sorbost diison Cismo totbiq
edorok yaza bilorik: mg =P . Onda

m=", @)
g

burada P — cismin ¢okisi, g iso sorbast diismo tocilidir.
Belolikla, kiitlo cismin ¢okisinin sarbast diisma tocCiling
nisbating borabardir.

Klassik mexanikada verilmis cismin kiitlosi sabit
komiyyat hesab olunur.

U glinci ganun (tesirin oks tasira baraboarliyi ganunu). Hor
hansi iki maddi noqto bir-birino qiymotco barabar vo bir diz
xatt boyunca oks toraflora yonalmis qiivvaloarls tasir edir.

Uclincii ganun statikanin dordinct aksiomuna uygun
galir.

Dordlnci ganun (qiivvalor tosirinin bir-birinden asili
olmamasi ganunu). Maddi ndqtonin eyni zamanda bir neco
qlivvenin tasiri altinda aldig: tocil bu qiivvalorin homin maddi
noqtoys ayri-ayriligda totbiqi noticosindo Yyaranan tocillorin
handasi Comina barabardir.

Dordiincu ganunu riyazi olaraq bels ifado etmok olar:

W =W, +W, +...+W,_, (3)
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burada W —maddi néqteye F,,F,,...F, qiivvelorinin birlikdo
tosiri noticosinde yaranan tocil; W ,W,,..,.W, —bu maddi

noqtoyos homin qilivvelorin ayri-ayriligda totbiqi neticosindo
yaranan tocillordir.

(3) barabarliyinin har iki torafini maddi noqtonin kiitlasi
m -9 vuraq:

mW =mW, + MW, +...+mW, . (4)

Ikinci gqanunu nozoro alaraq (4) ifadosino osason yaza
bilerik: F =F, +F, +...+ F,, yaxud

F=F, ©

burada F — F,,F,,...F, qiivvalorinin avozloyicisidir.

Ogor W =0 olarsa F =0, yaxud > F =0 alariq. Bu
i1
halda maddi noqtoys tosir edon qiivvelor miivazinatlogmis
sistem toskil edir.

3.3. Maddi néqtenin harakatinin diferensial tonliklori

Forz edok ki, m kiitlali M maddi noqtasi verilmis F
qiivvasinin tosiri altinda torponmoz OXyz sistemino noazoron

harokat edir (sok.3.1). Bu maddi ndqts G¢lin dinamikanin osas
tonliyini yazaqg:

mW =F, (1)
burada W — baxilan maddi noqtenin tocilidir.
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(1) vektorial ifadesini koordinat

proyeksiyalasaq alarq:

oxlan

mW, =F,, mW,=F, mW,=F, |

2|

1%
e
78
F
z
Ol 7
7/
7
/X
J!
X
Sok.3.1.
Kinematikadan malumdur ki,
_av, _d’
“dt dt?’
av, B d?
Yoodt dt?
_av, _d’z
todt dt?’
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Burada V,,V,,V, —maddi ndqtonin siiratinin proyeksiyalart,
X, ¥, Z —maddi ndqtanin koordinatlaridir.

(3) ifadoalorini (2)-do nozors alsaq asagidaki barabarliklori
olds edorik:

av
mdvX =F, m—~r=F, mdvZ =F, 4)
dt dt dt
yaxud
d?x d’y d’z
m—-=F, m—-=F, m—=F, 5
dt> de> 7 dt? } ®)

burada F, ,F, ,F, maddi noqtoys tosir edon qiivvonin uygun

X! y!
olaraq x,y vo z oxlar izarindoki proyeksiyalaridir.

(5) ifadelori maddi noéqtonin harokatinin dlzbucaql
dekart koordinat sistemindo diferensial tonliklori adlanir.
Oslinds (4) ifadalori do maddi noqtonin harakotinin diferensial
tonlikloridir, vo onlar (5) ifadslorindon ancaq formaca
forqlonirlor.

Ogor maddi ndqtonin trayektoriyast ovvalcadon molum
olarsa onun harakatinin tobii tonliklorindon istifado etmok daha
sorfali olur.

(1) ifadesini  tobii  koordinat  oxlar1  iizorino
proyeksiyalasaq alariq:

mW.=F, mW,=F,, mW,=F} (6)

T T n n

burada W_,W_,W, maddi ndqtenin tacilinin, F_,F,,F, iso bu

' n
maddi ndqtoyo tesir edon qiivvenin uygun olaraq tobii
koordinat oxlar1 (toxunan, bas normal vo binormal) {izorindoki
proyeksiyalaridir. Kinematikadan moalumdur ki,
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2
w=e w2V w ol @)
dt P
burada V. vo V —uygun olarag maddi ndqtenin siiratinin
toxunan tzorindoki proyeksiyast vo modulu; p—maddi

noqtonin trayektoriyasimin ayrilik radiusudur. Bu ifadslori (6) —
da yerinos yazaq:

2
e A } (8)

(8) ifadalorini maddi néqtenin harakatinin tobii tonliklari,
yaxud tobii formada diferensial tonliklori adlandirirlar.

Prinsipco  maddi noqtonin  horokatinin  diferensial
tonliklorini digor koordinat sistemlorindo do tortib etmok
mumkdndur.

Bozon maddi noqtonin harakatinin diferensial tonlikloring
maddi ndqtonin harokatinin dinamik tonliklori do deyirlor.

3.4. Maddi néqta dinamikasimn iki asas masalasi

Maddi noqto dinamikasinin iki asas mosolosi vardir (duz
masalo va tars moasala).

Birinci asas masalo (dliz masala). Bu mosalode maddi
noqtonin kiitlosi vo kinematik horokot tonliklori verilir, ona
tasir edon qiivvani tapmagq isa talab olunur.

Forz edok ki, m kiitloli maddi ndéqtonin horokatinin
kinematik tonliklori dlzbucaqli dekart koordinat sistemindo
verilmisdir:

X= fl(t)! y= fz(t)a Z= fs(t)}1 (1)
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burada X,y,z— baxilan maddi ndqtonin koordinatlaridir. Bu

halda maddi noqtoys tosir edon qilivvenin proyeksiyalart
asagidaki ifadolorlo tapila bilor:

d?x d?y d?z
F,=m , F,=m , F,=m—:-r. 2
" dt? g dt? dt? @

Maddi noqtays tosir edan qiivvenin modulu va istigamati
iso uygun olaraq bu ifadslorls toyin edilir:

F=JF +F2+FZ, (3)
_ _ F =
cos(F,x)=%, cos(F,y):%, cos(F,z):%, } (4)

TkinCi asas moasala (tors masolo). Bu mosolodo maddi
noqtonin kiitlasi, tosir edon qiivvo vo hoarokotin baglangic
sortlori verilir, harokotin kinematik tonliklorini tapmaq iss tolob
olunur.

Maddi noqtaya tosir edon qiivvo Umumi halda zamandan,
bu maddi noqtonin fazadaki vaziyystindon va siiratindon asili
ola bilar, yani

F=F(r\V), (5)

burada r —maddi noqtonin radius—vektorudur.
(5) ifadasi analitik formada asagidaki kimi yazilar:

F,=F @t xy,zV,,V,.V,),
F,=Ftxy,zV,,V,V,), (6)
F,=FtXxY,zV,,V,,V,).
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Bu ifadolori maddi noéqtonin harokotinini diferensial
tonliklorinds yerins yazsaq alariq:

2
m% —F (XY, 2V, .V, .V,),
2
m thy =F,(t,xY,z,V,,V,.V,), (7
d’z
mF =F,txYy,2V,,V,,V,).

(7) diferensial tonliklorinin inteqrallanmasi naticasinda

X= fl(tanCz'Cs’CmCs'Ce):
y= fz(t’C1’C2’C31C4’C5’Ce)1 (8)
Z= fa(tanCz'Cs’CmCs'Ce)

disturlarimi  alds  edorik. Burada C,,C,,C,,C,,C.,C,

integrallama  sabitloridir.  (8) ifadolorini zamana  gora
diferensiallasaq tapariq:

Vv, =1,(tC.C,,C;,C,. G5, Co),
v, =f(C,C,,C,,C,,Cq,Cy), 9
VvV, = f6(t,C1,C2,C3,C4,C5,C6).

Horokatin baslangic sortlori bu sokildo verilir: t=0
oldugda

X:XO' Vx :Vox’
Y=Y, V,=V,, (10)
z2=1,, V,=V,.
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(10) sartlorini (8) vo (9) berabarliklorindo nozors alaraq
c,,C,,C,,C,,C,,C, integrallama sabitlorini toyin eds bilarik.

Xo1 Yor Xo s Vor: Vo1 V,, komiyyatlori ovvelcadon verilmolidir.

ox? “oy!?

Qeyd edok ki, maddi néqte dinamikasinin birinci osas
mosalasi diferensiallama, ikinci asas mosalosi iso integrallama
omoaliyyati ilo alagadardir. Ona gors do riyazi baximdan Umumi
halda ikinci asas masalonin halli daha ¢atin olur.

Bu sobobdon adston xususi hallar1 (qiivve sabitdir, yaxud
zaman, koordinat vo siirat amillorinin ancaq birindon asilidir)
nozardon kegirirlor.

3.5. Maddi noqtonin sarbast raqs harakati

Forz edok ki, m kiitloli M maddi noqtasi verilmis F
qiivvasinin tasiri altinda diizxatli trayektoriya tizro horokot edir
(sok. 3.2). Tutag ki, bu qiivvo daim homin trayektoriya
iizorindo yerlogon torponmoz O morkozino torof yonolir vo
giymoatco 0zlUnun bu morkozdon olan masafssine miitonasib
olur. Bu ciir xassalari olan qiivvaya barpaedici qlivva deyirlor.
O noqtesi ragslor morkazi adlanir (sok. 3.2).

F M
0 ~ ]

Sok. 3.2

Dediklorimiza gora F qiivvasinin modulu
F=c-OM =c|x]|, (1)

X OXU iizorindoki proyeksiyast iso
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F, =—Cx

)

kimi ifado olunar. Burada ¢ sabit omsaldir. Bazi hallarda c-ni
sortlik omsali, yaxud sertlik adlandirirlar. Ol¢ii vahidi N/m

soklinda verilo bilor.

M maddi noqtosinin harokotinin diferensial tonliyini

yazaq:

Buradan

Isaro edok:

Onda

d?x

e +k?x =0.
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Alinmis ifade maddi noqtonin sorbast rogs horokatinin
diferensial tonliyi adlanir. Bu tonliyi hall etmok Uglin onun
xarakteristik tonliyini yaziriq:

r’+k*=0. (8)

Xarakteristik tonliyin koklori r,, =+ ik . Burada i xayali

vahiddir. Diferensial tonliklor nazariyyasindon molumdur Ki,
baxilan halda (7) diferensial tonliyinin hallini bu formada
yazmagq olar:

x =C, coskt+C, sinkt, 9)

burada C, ve C, integrallama sabitloridir. Bu sabitlor

harokotin asagidaki baslangic sortlorindon tapilir: t=0
oldugda

X:XO’ Vx :Vox' } (10)

M maddi noéqtesinin siirotinin - X 0OXU {izorindoki
proyeksiyasin1 tapmaq Uciin (9) ifadesindon zamana goro
toroma aliriq:

V, =—-Cksinkt+C,k coskt. (11)

(10) sortlorini (9) va (11)-do nozors alaraq tapa bilorik:
Vv
C,=X, C, = % Onda (9) hallini bu sokildo yazmaq olar:

X=X, coskt+\%sin kt. (12)
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(7) diferensial tonliyinin hallini basqa formada da vermok
mumkindur. Bu mogsadlo gobul edek: C, =asing,

C, =acosa. Burada a va « yeni sabit kemiyyatlordir. C, vo
C, —nin bu giymatlerini (9)-da yerins yazsaq alariq:

X =asinacoskt+acosasinkt, (13)

yaxud
x =asin(kt+ «) . (14)
Bu ifado maddi noqtonin harmonik rogs harokotinin

kinematik tonliyidir. Burada a—ragslorin amplitudu (ragslor
morkozindon on bOylk uzaglasma); (Kt+ «)—ragslorin fazasi;

o —baslangic faza adlanir. Baxilan halda

V, = % = ak cos(kt+ ). (15)

X

(10) sortlorini  (14) vo (15)-do istifado ederok

X, =asina, VIZX =acosa beraborliklorini ala bilerik. Bu

boraborliklori torof-torofa  bélmoklo, sonra iso kvadrata
yiiksaldib toraf-torafs toplamagla a vo a sabitlorinin tapilmasi
ucun asagidak ifadolori oldo edo bilarik:

kXo 2 V02x
tga:Vox , a= XO +k—2. } (16)
Indi M maddi noqtesinin rogslorinin periodunu tayin
edok. Rogslorin periodu T bir tam ragso sorf olunan zamana
deyilir.
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Moalumdur ki, sinus va Kkosinusun periodu 27 -ys
borabardir. Ona gore do T zamani orzinds rogslerin fazas1 27
godor artmalidir, yani

[k(t+T)+a]-(kt+a) =27 (17)
Buradan
_2r
T= o (18)

k odadi ragslorin dairavi tezliyi adlanir. O, 27 saniyads
bas veran ragslorin sayina borabardir (adi tezlik iso %—ya,
yaxud bir saniyado bas veran rogslorin sayima borabordir). (18)
—don k= 2% .

T

(6)-n1 (18)-do nozars alsaq

T= Zﬂ\/? (19
yaza bilarik.

Maddi ndqtonin sarbast rags horakatinin no periodu, na
do dairavi tezliyi horokotin baslangc sortlorindon asili deyildir.

Sok. 3.3-do maddi ndqtonin sarbast rogslorinin  grafiki
gostorilmisdir.
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Sak. 3.3.
3.6. Maddi néqtanin sénan raqs harakati

Forz edok Ki, kiitlosi m olan M maddi noqtosi

borpaedici F qiivvesinin tesiri altinda miigavimetli miihitdo
diizxotli horokot edir. Tutaq ki, mihitin miigavimot qiivvasi
maddi ndqtonin siiratinin aksino yonalon vo

R=-—uV 1)

ifadosi ilo toyin olunan 6zli siirtiinmo qiivvesindon ibarotdir
(sok.3.4). Burada u sabit omsaldir. Olcli vahidi N-san/m
soklindo verila bilar.

(1) ifadesini X oxu iizerinda proyeksiyalayaq:

dx
R, =—NV, =—pu—. 2
i 2
F R ML
H b.
0O X
e E
X
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Sok. 3.4

Maddi ndqtenin sarbast ragqs harakatindon malumdur Ki,
borpaedici F qiivvesinin X oxu iizorindoki proyeksiyasi

F =-cx. 3)

X

Bu ifadoda ¢ sabit omsaldir.

Baxilan maddi noqtenin horokatinin diferensial tonliyini
yazaq:

d?x

mF:RX‘FFX, (4)

burada (2) vs (3) ifadslorini nozors alsaq

d?x dx

m = —u— —CX, 5
az ®)
yaxud
2
d 2X+ﬁ%+£x:0 (6)
dt= mdt m
olar. Isaro edok:
2 _on, 7
m
ke ®)
m

Onda (6) tonliyi bu soklo diisor:
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2
d X+2n%+k2x=0. 9)
dt’ dt
Almmis ifado maddi noqtonin sonan roqs horokatinin
diferensial tonliyi adlanir. Bu diferensial tonliyin xarakteristik
tonliyini yazad:

r’+2nr+k*=0. (10)

Bu tonliyin koklari
M, = —n+/n? —k2. (11)
Ovvalco k > n olan hali nazardon kegirok. Isaro edok:
Jk? —n? =k,. (12)
Onda
r, =-nzxik (13)

olar. Burada i xoyali vahiddir. Diferensial tonliklor
nazariyyesindon molumdur ki, bu halda (9) diferensial
tonliyinin halli

x = ae " sin(k,t + a) (14)
soklindo yazila bilor. Burada a vo «a harokatin baslangic
sortlorindon tapilan sabitlordir. Bu ifadedon zamana goro

toromo alsag maddi ndéqtonin siiratinin X OXU tizorindoki
proyeksiyasini tapariq:
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V, = % = ae*”t[k1 cos(k,t +a) —nsin(k,t + a)] . (15)

a vo o sabitlorini toyin etmak UgUn horakstin asagidaki
baglangic  sortlorindon istifado edirik: t=0 oldugda

X=X, V,=V,. Bu sortlori (14) vo (15)-do noazero alaraq
tapa bilorik:

. X V., +nx
sing=—, cosaqg=—">—>=. } (16)
a ak,

Bu ifadalari toraf-torafa bolmokla

LU (17)

Qo = ,
g V,, +NX,

kvadrata yiiksoldib torof-torofo toplamagla iso

L sz L Vo t1x)° (18)

0 2
k

oldugunu toyin etmak olar.
k, rogslerin dairovi tezliyi (27 saniyadaki ragslerin say1),

Nn—sénmo omsali, ae ™ iso rogslorin amplitudu adlanr.
Gorunduyt kimi, ragslerin amplitudu zaman kegdikco azalir.
Bu sobabdon do belo rogs horokatino sénon rogs hoarakati
deyirlar.

Sonan ragslarin periodu

= X (19)



Bu ifadodon g@Orinir ki, sonan ragslorin periodu
zamandan asilt deyildir. Eyni sortlor daxilinds sénon ragslorin
periodu sarbast ragslorin periodundan boyik olur.

Sonan ragslorin grafiki x oxuna nozoron simmetrik
yerloson vo tonliklori X, =ae™, x, =—ae™
iKi oyri ilo sorhoadlonir (sok.3.5).

Sonan rogslerin amplitudlarinin ardicil qiymetlorindon
bels bir sira diizeltmok olar: a,,a,,...,a;,a,,,,.... Burada

soklinds verilon

a=ae "™, (20)
)
a,=a 2, (21)
Onda
:
-n(t+2) T.
8 ae -n
X T o2 (22)
a, ae™"
A
a I x;=ae™

N/

w] \\7\' "

=
S
<
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Sok.3.5
Buradan goriindr Ki, sonon ragslorin amplitudlarinin
L

ardicil giymaotlori ortaq vurugu e 2 olan azalan hondosi silsilo
omolo gatirir. Bu ortaq vuruq sénan ragslorin dekrementi, onun

natural logarifmi olan —n% adadi isa logarifmik dekrement

adlanir.

Slbut olunmusdur ki, n>k olan hallarda maddi
noqtonin harokati rags xarakteri dasimir vo buna géra do homin
hallar burada nozordon kegirilmir.

3.7. Maddi néqtonin harakat migdarinin dayismasi
haqqinda teorem

Teorem. Maddi noqtonin horokot miqdarinin har hansi
zaman fasilosindo doyismosi bu maddi noéqtoys tosir edon
qiivvenin homin zaman fasilasindoki impulsuna borabardir.

Teoremin riyazi ifadosi:

t
mvV —mV, :jlfdt,

burada mV, vo mV - maddi ndqtonin baxilan zaman
fasilosinin uygun olaraq baglangic vo sonundaki horokot

t
miqdart; J-Ifdt —bu maddi noqtays tesir edon qiivvonin homin
0
zaman fasilosindoki impulsudur. Maddi néqtonin horokot
miqdar1 vo qlivvanin impulsu — har ikisi vektorial komiyyatdir.
Isbati. Forz edok ki, baxilan M maddi noqtesi F
qiivvaesinin tosiri altinda torpsnmoz O XY: sistemino nazaron
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harokat edir (sok.3.6). Bu maddi noqte Uc¢lin dinamikanin oasas
tonliyini yazad:

mwW =F. (1)

s\
o
=

Sok.3.6 B
w3
dt

Kinematikadan  molumdur ki, Onda

mdd_\t/ =F , yaxud % = F yaza bilorik. Axirinci ifadedon

d(mV) = Fdt. )

Buradan gorinar ki, maddi noqtonin horokot migdarinin
diferensiali bu maddi noqtoys tesir edon qiivvonin elementar
impulsuna borabardir. (2) borabarliyi maddi ndqtonin horokot
miqdarmin doyismasi haqqinda teoremi diferensial formada
ifado edir.

(2) ifadosini baxilan sorhadlor daxilindo inteqrallasaq
alariq:

t
mV —mV, :jlfdt. (3)
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Teorem isbat olundu.
Bazon qiivvenin impulsunu S ilo isaro edirlor, yoni

t
Ilf t =S . Onda teoremin riyazi ifadssi bels yazilar:
0]

mvV —-mV, =S (4)

Bu ifadonin grafiki tosviri sok. 3.6-da gostorilmisdir.
(3), yaxud (4) borabarliklorini koordinat oxlar1 iizorina
proyeksiyalasaq baxilan teoremin analitik ifadslorini alariq:

t

mv, —mv,, = [ F,dt,
t

mv, —mv,, = [F,dt, ()

mV, -mVv,, = 't[ F,dt,

yaxud
mV, -mV, =S,
mV, -mV,, =S, (6)
mV, —mVOZ =S,.

Qivvonin impulsunun modulu va istigamati iso uygun
olaraq asagidaki ifadalorls toyin edilir:

S=,Bf+sj+s§, (7)
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_ S _ S, — S
cos(S,x):?, cos(S,y):?, cos(S,z):?z. } (8)

3.8. Maddi néqtanin harakat migdar1 momentinin
dayismasi haqqinda teorem

Teorem. Maddi noqtonin horokot miqdarinin har hansi
torponmoz morkazo nazoran vektor-momentindon zamana gora
alinmig toromo bu maddi noqtoys tesir edon qiivvenin homin
moarkaza nozoran vektor-momentina barabardir.

Teoremin riyazi ifadosi:

& i, (mV) = m, (F).

Burada m_ (mV)— maddi ndqtonin horoket migdarinin
ixtiyari torponmoz O morkozino nozoron vektor-momenti;
m (F)— bu maddi noqtoyo tosir edon qiivvenin homin
morkoza nozoron vektor-momentidir.

Isbati. Forz edok ki, baxilan M maddi noqtesi F
qiivvosinin tesiri altinda torpanmoz OXxyz sistemina nozoran V-

stirati ilo harokot edir (sok.3.7). Bu maddi noqtenin horokat
miqdarinin torponmoz O baslangicina (morkozino) noazoron
vektor-momenti

m,(mV)=rxmV , (1)

burada r—maddi noqtonin O baslangiCina nozoron radius-
vektorudur.
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<Y

Sok. 3.7

(1) vektorial baraborliyini zamana gors diferensiallayaq:

imo(m\7)=£><m\7+r><d(mV). 2)
dt dt dt
Burada
rog dmV)_g 3)
dt dt
Onda
d - -
amo(mV):meV+er. 4)

V vo mV vektorlar1 bir diiz xott boyunca yénalir. Bu
sobobdon V xmV =0 olar. Statikadan iso molumdur ki,
F x F =m, (F). Noticado (4) ifadosi bu soklo diisor:
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di (M) =, (F). (5)

Teorem isbat olundu.
(5) vektorial borabarliyini koordinat oxlar1 iizorins
proyeksiyalasaq baxilan teoremin analitik ifadslarini alariq:

3 m, (mV)=m (F),

d

prllll (mV) =m,(F), (6)
d

am (mV) m (F)

Xususi halda maddi noqtoys totbiq olunmus qiivvanin
tosir xotti horokot oarzindo verilmis torpanmoz O morkozindon

kega bilor. Onda m, (F) =0 olar vo naticado (5)-o uygun olaraqg
m_ (mV) =const alinar. Basqa xUsusi halda qiivvenin oxa,
masalon X 0OXuna nazaran momenti baxilan zaman fasilasinda
sifra barabor ola bilor, yoni m (F) =0. Onda da (6) ifadalorino

uygun olarag m (mV') = const alariq.

3.9. Qiivvanin isi

Forz edok ki, verilmis F qiivvesinin M totbiq noqtosi
torponmoz Oxyz sistemino nozeron V siireti ilo horoket edir

(s0k.3.8).

Qiivvenin 0z totbiq ndqtesinin siirat vektoru tizorindoki
proyeksiyasinin bu noqtonin elementar yerdoyismasino olan
hasiline hamin qlivvenin elementar isi deyilir.
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Torifo goro

1)

< Y

Sok. 3.8

burada dA-—qiivvenin elementar isi; F, —qiivvonin 0z tatbiq

noqtosinin  siirot  vektoru  {izorindoki  proyeksiyast;
ds —qiivvenin totbiq ndqtosinin elementar yerdoyismosidir.
Elementar  yerdoyismo ndqtonin  qdvsl  koordinatinin
diferensialindan forqli olaraq homiso miisbot hesab olunur.
Sok.3.8-don F, = F cosa yaza bilarik. Onda

dA=Fcosads, (2

burada o — F vo V vektorlar arasinda galan bucaqdur.

Qtivvonin totbiq noqtasinin MM sonlu
yerdoyismosindo bu qiivvenin gordiyd is M M  qovsl
boyunca hesablanmis oyrixatli inteqrala barabordir:
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M)
A= J'F cos ads . (3)

(Mo)

Kinematikadan molumdur ki, ds=Vdt. Bunu nozora
alaraq (2) ifadssini bu sokilds do yaza bilorik:

dA=FV cosadt. 4)

Bu halda
t
A:IFVCOSadt. (5)

Baxdigimiz ifadslordon gorunilr ki, qiivvenin isi skalyar
komiyyat olub ham miisbat, hom do moanfi qiymaot ala bilar.

Molumdur Ki, FV cosae F vo V vektorlarinin skalyar

hasiline borabardir, yoni FV cosa = F -V . Bu borabarliyi (4)-
do nozars alaq:

dA=F -V dt. (6)

Kinematikadan bilirik ki, Vdt = dF . Onda
dA=F-dr (7
burada dr —qﬁzvanin totbiq noqtasinin radius-vektorunun
diferensialidir. F vo T vektorlar1 6z proyeksiyalar1 vasitasilo

asagidaki kimi ifads oluna bilar:

+ jF, +kF,, (8)
F=ix+jy+kz. (9)



Bu ifadslori (7)-ds yerinos yazsaq alariq:
dA=Fdx+Fdy+F,dz. (10)

(10) boarabarliyi qiivvenin elementar isinin analitik ifadasi
adlanir. Bu boraborliyin  sag torofi formaca noqtonin
koordinatlarinin miioyyon funksiyasinin tam diferensialina
oxsayir. Ancaq Umumi halda qiivvenin elementar isi hansisa
funksiyanin tam diferensiali deyildir. Yalniz boazi Xxususi
hallarda elementar is tam diferensial ola bilor. Deyilonlori
nazars alarag movcud adobiyyatda bazon elementar isi dA ilo
yox, d’A, yaxud oA ils isars edirlar.

Quivvonin vahid zamanda gorduyi iso gic deyilir. Giic
belo ifado olunur:

N _ A

=—, 11
o (11)

(6) ifadasini burada yerino yazsaq alariq
N=F-V. (12)

Bu barabarlikdon gorinir ki, gic qiivva vektoru ila onun
totbiq olundugu noqtenin siirot vektorunun skalyar hasilino
barabordir. Giic skalyar komiyyatdir.

Beynolxalqg SI sistemindo osas is vahidi coul

(1c =IN-m), giic vahidi iso vattdir (1Vt =1—). Bozen giic
san

vahidi olaraq at qiivvesindon (a.q.) do istifado edirlor:

1a.q.= 7559 ™ _ 736vt .

san
3.10. Agirhq va elastiklik qiivvalarinin isi
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Qiivvenin isinin hesablanmasina tipik misal olaraq agirliq
va elastiklik qiivvalorinin iginin tapilmasini gostormok olar.
1. Agirhq qlivvesinin isi. Forz eak ki, M maddi néqtosi

P agirliq qiivvesinin tosiri altinda torpanmoz Oxyz sistemina
nozoron  horokot edorok M (X,,Y,.2Z,)  Vvoziyyatindon
M, (X, Y,,Z,) vaziyyatino kegmisdir (s0k.3.9). Bu

yerdoyismodo maddi noqtenin P agirliq qiivvesinin gordiiyil
isi toyin edok. z oxunun saquli olarag yuxariya torof
yonaldiyini nozars alaraq yaza bilarik:

P =0, P =0 P, =-P.} (1)

P qiivvasinin elementar isi

dA=P,dx+Pdy+P,dz. (2)
Z
M (Xa YorZo)
M
h
P
z M, (xp, ¥1,21)
0 o .
} Yy
5 Y :
¢
Sok.3.9

(1) barabarliklorinini burada nazors alsaq
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dA = —Pdz (3)

olar. OndaM M, yerdoyismasinde P qiivvasinin gordiyu is

A= TPZdz = —Psz =-P(z, -2,)=P(z, - 2,). (4)

) Zy

[saro edok: z,—z,=h. Burada h-maddi ndqtonin
diismo hundurliydddr. Naticads alariq:

A= Ph. (5)

Beloliklo, maddi noéqtonin har hansi yerdoyismosindo
onun agirliq qiivvesinin gordiyd is bu maddi noqtonin
trayektoriyasinin no formasindan, ns do uzunlugundan asili
olmayib ancagq diismo hiindiirliiyiindon asili olur. Diisma
hundurliyl teyin edilorken z, vo z, kemiyyotlori istonilon

ufligi miistoviden olgiils bilor. Aydindir ki, agor z, >z, olarsa

h monfi giymot aldigindan agirliq qlivvesinin isi do monfi
qiymat alar. Maddi ndqtonin trayektoriyasi qapali oldugda iso
onun agirliq qlivvasinin gordiyl is sifra barabar olar.

2. Elastiklik qlivvesinin isi. Forz edok ki, A ucundan
torponmoz sistemo birlogdirilmis AB yayr B ucundan dartilir
(s0k.3.10). Bu vaxt yayr dartan cismo bu yaymn reaksiya
qiivvasi, yoni elastiklik qiivvesi R tosir edocokdir. Hesab
edirik ki, yayin xarakteristikasi xottidir, yoni elastiklik
qiivvesinin qiymoti yaym uzantisi ilo dlz miitonasibdir.
Koordinat baslangicin1 yayin deformasiya olunmamus halina
uygun golon B noqtosinds gobul edorok yaza bilorik:

R, =—CX, (6)

X
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burada ¢ —yayin sortlik amsalidir.
Elastiklik qiivvasinin elementar isi

dA=Rdx+R dy+R,dz. (7)

Baxilan halda

R, =0, R,=0.]f (8)

(6) va (8) ifadalarini (7)-do nazors alaq:

dA = —cxdx. 9

O O xi

Sok.3.10
Elastiklik qiivvesinin sonlu BD =h yerdoyismosindo
gorduya is

h 2
Ap = —c_[ xdx = —%. (10)
0
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ch=R__ oldugu U¢ln

Agp =———. (11)

Yayimn deformasiyasi artarkon onun elastiklik giivvasinin
isi manfi, azalarkon iso miisbat olur. Bu halda
RN
Ao = —Agp = % (12)

3.11. Maddi néqtonin Kinetik enercisinin doyismosi
haqqinda teorem

Teorem. Maddi noqtenin har hansi yerdoyismasinda onun
kinetik enercisinin doyismosi bu maddi noqtoys tosir edon
qiivvanin hamin yerdoyismado gordiyi ise barabordir.

Teoremin riyazi ifadosi:

mv? mv; A

2 2

A mV ?
\%)

Burada — maddi noqtonin yerdoyismonin

uygun olarag ovvalinds vo sonunda malik oldugu Kinetik
enerci; A-—baxilan yerdoyismodo maddi noqtoys totbiq
olunmus qiivvenin goOrdiyd isdir. Kinetik enerci skalyar
komiyyotdir.

Isbati. Forz edok ki, m kiitloli maddi ndqto verilmis F
qiivvesinin  tosiri  altinda fozada horokot edorock M,

vaziyyatindon M vaziyyatina kegmisdir. Tutaq Ki, bu noqtonin
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M, Vvoziyyetindo onun siiroti \70, M  voziyyetindo iso V
— dv : .
olmusdur. W = dd_t oldugunu nozars alaragq maddi noqte Uglin

dinamikanin osas tonliyini yazaq:

dV —
m=F 1)

buradan

mdV = Fdt. (2)

Alinmis boraborliyin hor iki torafini skalyar olaraq V
vektoruna vuraq:

mV -dV =F -Vdt. 3)

Bu boraborliyin sol vo sag toroflorini ayri-ayriliqda
nozordon kegirak:

sz sz

) =d(

mV -dV =d( ), 4)

F-Vdt=F -dr =dA. (5)

(5)-do Vdt=dr oldugu nozero alinmisdir. (4) vo (5)
ifadolorini (3)-do yerino yazaq:

mV 2
(") o
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Buradan gorindr ki, maddi noqtenin Kinetik enercisinin
diferensiali bu maddi noqtoys tosir edon qiivvonin elementar
isino borabordir. (6) beraborliyi maddi noéqtonin Kinetik
enercisinin doyismoasi haqqinda teoremi diferensial formada
ifado edir.

(6) ifadosini baxilan sorhadlor daxilinds integrallasaq
alariq:

2 2
mVv*®  mVy A )
2 2

Teorem isbat olundu.

3.12. Qeyri-sarbast maddi néqtanin harakatinin
diferensial tanliklori
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Fozadaki yerdoyismolori miloyyon sortlorlo
mohdudlasdirilan maddi noqtoys geyri-sarbast maddi noqto
deyilir.  Maddi noqtonin  yerdoyismolorini  (horokatini)
mohdudlasdiran sababloar rabitalor adlanir.

Qeyri-sarbast maddi néqtoya misal olaraq tarpanmaz sath
{izro verilmis F qiivvesinin tesiri alinda horokot edon maddi
noqtoni gostormok olar (sok.3.11). Tutaq Ki, bu soth ideal
hamardir (yani sathlo maddi ndqte arasinda siirtlinma qiivvasi
yoxdur) va onun tonliyi asagidaki sokilds verilmisdir:

f(x,y,2z)=0. 1)

Baxilan halda sothin reaksiya qiivwvesi N bu sothin
normal1 boyunca yonolocokdir.

Soth {izro horokoti Oyronilon M maddi noqtesi U¢ln
dinamikanin osas tonliyini yazaq:

Z“

2|

Q\\
Y

mW =F +N. )
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Bu ifadoni koordinat oxlar1 {izorino proyeksiyalasaq
alangq:

mW, =F, +N,,
mWy :Fy+Ny; 1 (3)
mW, =F, +N,.
burada
w =9 _d?y _d’z
X dt2 ! y dt2 ! z dt2 !
N, =Ncos(N,x), N, =Ncos(N,y),
N, = Ncos(N,z).
Onda
d?x —
m . =F, + Ncos(N, x),
d’y _ N 4
m-— =F, +Ncos(N,y), (4)
d?z =
m . =F, + Ncos(N, z).

Diferensial hondasadon malumdur Ki,

o a o
cos(ﬁ,x):i—)f(, cos(ﬁ,y):%, cos(ﬁ,z):%, (5)

burada
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Af baxilan f funksiyasimin birinci diferensial parametri

adlanir.
(5) ifadoloarini (4) barabarliklorinds yerino yazaq:

d*x N of
r =Pt
dt Af - dx
2
miY_p N (7)
dt Af dy
¢z N
dt> ° Af dz

Isaro edok: % =1 (A-Lagranc vurugu adlanir). Onda

2
mdX_p
dt dx
2
m3 3’=Fy+;ti ©)
dt dy
2
miZ_f %
dt dz

(8) tonliklori geyri-sorbast maddi noqtonin harakatinin
Lagranc formada diferensial tonliklori adlanir. Bu tonliklori
sothin (1) tonliyi ilo birlikdo holl edorok Xx,y,z vo A
moachullarini zamanin funksiyalart Kimi tapa bilorik. Tapilmis
x=ft), y="f,(@), z=1f,(t) ifadslori maddi ndqtonin
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harakatinin Kinematik tonliklori olur. Sathin normal reaksiya
qiivvasiiso N = A-Af dusturundan toyin edilir.

Bozi hallarda (2) vektorial ifadssini tobii koordinat
oxlar1 tizorino proyeksiyalamagq daha mogsadouygun olur.
Onda alariq:

mW,:F,+NT, mWn:Fn+Nn! me:Fb+Nb}’ (©)

burada z,nvo b indeksli komiyyotlor uygun vektorial
komiyyatlorin toxunan, bas normal vo binormal iizorindoki
proyeksiyalaridir. Baxilan halda N_=0. Kinematikadan iss
moalumdur Ki,

V2
w =L 8y Y szo}, (10)
P

burada s—maddi noqtonin qOvsu koordinati, p isa onun

trayektoriyasinin - baxilan ndqtesindoki oyrilik radiusudur.
Deyilonlori (9)-da nozors alsaq olds edorik:

2 2
md_;S:Fr’ mv_:Fn+Nn1 0=F, +N,. } (11)
dt yo,

Bu ifadolor geyri-sorbost maddi ndqtonin harokatinin
tobii formada (Eyler formasinda) diferensial tonlikloridir.
Bunlarin birincisindon maddi noqtonin s = f(t)) soklindo

kinematik horokot ganununu, ikinci vo giinciisiindon iso N
reaksiya qiivvasinin toplananlarini tapmag olar.

3.13. Maddi noqts tglin Dalamber prinsipi

166



Prinsip. Maddi noqtoys tosir edon verilmis qiivvonin,
rabitonin reaksiya qiivvasinin vo bu maddi noqtenin inersiya
qiivvasinin hondosi Comi sifra barabradir.

Prinsipin riyazi ifadosi:

F+N+F"=0.

Burada F — verilmis qivvo; N —rabitonin reaksiya
qiivvoesi; F™ —maddi ndqtonin inersiya qiivvasidir.

Maddi noqte Uglin Dalamber prinsipi asagidaki kimi
osaslandirilir.

Forz edok ki, baxilan geyri-sarbast M maddi ndqtesino

verilmis F qiivvosi vo rabitonin N reaksiya qiivvesi tesir edir.
Bu maddi n6qte Uglin dinamikanin asas tonliyini yazaq:

mW =F +N. 1)

F vo N qiivvalorinin avozloyicisini R ilo isaro edok
(sok. 3.12). Yoni

F+N=R. 2
Indi forz edok ki, M maddi ndqtesine qiymotco

‘mVV‘—ye borabar, istigamotco iso W —nin (beloliklo do

R —in) oksino ydnelmis olave bir qiivve do totbiq edilmisdir.
Homin bu oslava qiivvoni maddi ndéqtonin inersiya qiivvasi
adlandirirlar. Deyilonlors osason yaza bilarik:

F"=—mw . (3)
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Sok. 3.12

(1) ifadesindon
F+N+(-mW)=0. (4)
(3)-U burada nozors alsaqg maddi noqte tcun Dalamber
prinsipinin riyazi ifadossini aldo edorik:

F+N+F"=0. (5)

Ogor maddi noqte sorbostdirso N =0 olar, vo naticado
Dalamber prinsipi bu sakilds yazilar:

F+F"=0. (6)
(3) borabarliyini duzbucaqli dekart koordinat sisteminin

oxlar1 iizorino proyeksiyalasagq inersiya qiivvesinin analitik
ifadolorini alariq:

2

F,"=-mW, = —md—zx,
dt

n d?y

F'=-mW, =-m pre (7)

2

F"=-mW, = —md—2Z
dt
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(3) barabarliyini tobii oxlar lizarina proyeksiyaladigda isa
olds edorik:

F"=-mW_ =-m v, :
dt
. V2
F."=-mW, =-m—, (8)
Yo
F" =—mw, =0.

Burada F" vo F." uygun olarag toxunan vo normal inersiya

qiivvolori  adlanir.  Normal inersiya qiivvosine  bozon
morkozdonqagma qiivvesi do deyirlor. (8) ifadolorine goro
maddi noqtonin inersiya qiivvasi homiso goxtoxunan miistovi
iizorinds yerlosir.

Hor hans1 dinamika mosolasinin Dalamber prinsipinin
komoyi ilo holl edilmesino Kinetostatika Gsulu deyirlar.
Kinetostatika Gsulu bir sira dinamika mosalolorinin statika
gaydalart il holl edilmasino imkan verir.

Qeyd etmok lazimdir ki, inersiya qiivvesi maddi ndqtonin
0zlino yoXx, ona tacil veran cisma totbiq olunur.

Inersiya qiivvosinin mahiyyoti barado alimlor arasinda
uzun miiddot miibahisalor olmusdur.

3.14. Maddi néqtanin nisbi harakatinin
diferensial tanliklori

Biz indiyo godor maddi ndqtonin horokatini torpanmoz
(inersial) sistemo nozoren dyronirdik. Indii iso maddi ndqtonin
torponon  (Umumi halda geyri-inersial) sistemo nozoron
harokotini todqiq edok. Forz edok ki, m kiitloli M maddi
noqtesi verilmis F qiivvesinin vo rabitonin N reaksiya
qiivvasinin tosiri altinda torpanon OXxyz sistemino nozoron, bu
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sistem iso 0z novbesindo torponmoz O,X Yz, sistemino
nazaran harokat edir (sok. 3.13). Bu maddi néqtonin torponan
Oxyz sistemino nozoron horoketi nisbi, terpenmoz O, XY, z;

sistemino nozaron horokati iso miitloq horokot  olacaqdir.
M maddi ndqtesinin torpanmoz sistema nazaran harokati U¢UN
dinamikanin osas tonliyini yazaq:

mW, =F + N, 1)
burada W, —maddi ndqtonin miitlaq tocilidir. ~Kinematikadan

malumdur Ki,
W, =W, +W,_ +W, . (2)

Bu ifadodo W_,W. vo W, — uygun olarag maddi ndqtonin
kogiirma, nisbi vo Koriolis tacillaridir.

21‘

O

S

Sok. 3.13

(2) ifadasini (1) barabarliyinds yerino yazaq:
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mW, +mW,_ +mW, =F +N . (3)

Buradan
MW =F + N +(-mW,) + (-mW, ). (4)
Isaro edok:
-mW, =F", —mW, =R} ©)

Burada F"vo F"-maddi ndqtonin uygun olaraq

kociirma vo Koriolis inersiya qiivvolori adlanr.
Sonuncu ifadalari (4)-ds nazars alsaq alds edorik:

mW =F+N+F"+F". (6)

Bu ifado maddi ndqtonin nisbi harokotinin osas tonliyi
adlanir.

(6)-n1 torpanon sistemin oxlar1 iizorino proyeksiyalasaq
maddi ndqtonin nisbi harakatinin diferensial tonliklorini alariq:

2
mi?: F,+N, +F"+F",
dzy in in
mdtzsz+Ny+Fey+Fky, (7)
2
m%: F+N, +FM 4+ F

Burada x,y,z—maddi noqtonin  torpenon  sistemdoki
koordinatlaridir.
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Kinematikadan ~ molumdur ki, W, =2(@, xV,)
(@, —torpenon sistemin bucaq siireti; V, —maddi ndqtonin
nisbi siirati). Onda (5)-0 goro F" =-2m(a, xV,) olar.

Bozi xUsusi hallar1 nozordon kegirak.
1. Torponon sistem irolilomo horokoti edir. Bu halda

W, =0 oldugu iigiin F" =0 alimir. Naticado maddi néqtonin
nisbi harakatinin asas tonliyi bu soklo diisiir:

mW =F+N+F". (8)

2. Torponon sistem boraborsiiratli diizxatli irsliloma
horokoti edir. Bu halda W, =0, W,=0. Onda

Ifkin =0, lfei" =0 va
m\/\_/r=|5+ﬁ 9)

alinir. (1) vo (9) ifadolorinin miigayisasindon gorinur ki, bu
halda nisbi horakatin osas tonliyi miitloq harokotin osas tonliyi
ilo Ust-iisto diisiir. Bu isa onu gostarir Ki, baxilan halda tarpanan
sistem do inersial sistem olur. Bu natico klassik mexanikanin
nisbilik prinsipi adlanir. Bu prinsip birinci dofs olarag Qaliley
torofindon kosf edilmisdir.

3.V. =0, W, =0 olan halda F" =0, vo (6) ifadosino

gora
F+N+F"=0 (10)

olar. Bu borabarliys maddi ndqtonin nisbi miivazinat (nisbi
siikunat) tonliyi deyilir.
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3.15. Maddi sistem va ona tasir edoan qiivvalar

Bir-biri ilo miioyyon sortlorlo bagli olan maddi noqgtalor
yigimina maddi sistem deyilir. Maddi sistemi maddi noqtalor
sistemi, yaxud sadaco olaraq sistem dos adlandirirlar.

Ogor sistemin maddi noéqtolorinin  fozadaki yerdoyis-
molarina he¢ bir mohdudiyyat gqoyulmazsa (sistemin 6z maddi
noqtalorinin qarsiligh tosirinden olava), 0, sorbast sistem
adlanir. Oks halda sistem geyri-sorbast sistem hesab olunur.

Sistemin maddi noqtolorinin fozadaki yerdoyismalorini
mohdudlagdiran sobobloro rabitolor deyilir. Ogor rabitonin
tonliyi zamandan askar sokildo asilidirsa, 0, geyri-stasionar,
asil1 deyilso stasionar rabito adlanir. Rabitonin tonliyi siirotdon
askar sokildo asili oldugda iso ona qeyri-holonom rabits
deyirlor. ©Oks halda rabito holonom olur. Sistemin maddi
noqtolorinin - yerdoyismolorini  mohdudlagdiran  hondasi
xarakterli sortlor hondasi rabitalor adlanr.

Maddi sistemo tosir edon qiivvolori daxili vo Xxarici
olmagla iki grupa bolmok olar. Sistemin 6z maddi noqtolori
arasinda yaranan qiivvelor daxili qiivvelor adlanir. Verilmis
daxili qiivvoni F' ilo isaro edocoyik. Sistemin maddi noqtolori
ilo bu sistemo daxil olmayan maddi noqtolor arasinda yaranan
qarsiligl tasir qlivvalaring isa Xarici qiivvalar deyilir. Verilmis
xarici qiivveni F° ilo isaro edocayik.

Sistemin daxili giivvolorinin agagidaki xassolori vardir:

1. Sistemin daxili qiivvalorinin bas vektoru, yani handasi
comi sifra borabordir.

Daxili qiivvolorin bu xassasi dinamikanin Uguncl osas
ganunu ils izah olunur. Malum oldugu kimi, bu ganuna gors
istonilon iki maddi ndqto bir-birina giymatca barabar va bir diiz
xatt boyunca oks toraflors yonalmis qiivvalorls tosir edir. Bunu
sistemin maddi ndqtalorinin hamis1 Uglin imumilagdirarak yaza
bilorik:
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SFi=o. (1)

(1) boraborliyi sistemin daxili quvvalorinin birinci
xassosini ifads edir. (1) ifadssini koordinat oxlar1 tizorino pro-
yeksiyalasaq alariq:

YFRi=0. YF/=0 YF=0 } @

Demoli, sistemin daxili qiivvolorinin istonilon 0X
iizorindoki proyeksiyalarinin comi sifra borabordir.

2. Sistemin daxili giivvalarinin istonilon markazo nozaron
bas momenti, yoni vektor-momentlorinin handesi comi sifra
barabordir.

Forz edok ki, sistemin ixtiyari olaraq gotiiriilmiis M, vo
M, maddi noqtolorinin qarsiliqli tosir qiivvelori FJ vo
F,) —dir (sok. 3.14). F) =—F,} oldugu liclin baxilan halda (bu
qiivvalorin har hansi morkozs nozoran qollart da eynidir)

my(F) + My (R} =0, 3
burada m,(F}) vo m,(F,)) - uygun olaraq FJ vo F}

qivvalorinin ixtiyari O morkozino  nozoron vektor- mo-
mentloridir.

174



Sok.3.14

(3) ifadesini sistemin maddi noqtolorinin hamist U¢ln
umumiloasdirarok yaza bilorik (daxili giivvalorin ikinci xassasi):

> m,(F')=0. (4)

Bu vektorial boraborliyi analitik formada belo ifado
etmok olar:

2. m (R =0,
Zmy(FiJ):Ol (5)
>.m,(F)=0.

(5) ifadalorina gors sistemin daxili qiivvalorinin istonilon

oxa nozoron momentlorinin Comi, yoni bag momenti sifra
borabordir.

3.16. Sistemin kiitlalor markazinin
harakati haqqinda teorem

Teorem. Istonilon sistemin kiitlalor moarkazinin hoarakatinag
maddi noqtonin hoarokoti Kimi baxmaq olar, bu sortlo ki, homin
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maddi noqtonin kiitlosi  sistemin kiitlosino barabor hesab
olunsun va ona sistems tasir edon Xarici qiivvalarin bas vektoru
tatbiq edilsin.
Teoremin riyazi ifadosi:
MW, =R®.

c

Burada M —sistemin kiitlosi; W_ —sistemin kiitlolor morkozi

olan C nogqtesinin tocili; R® —sistemo tosir edon Xarici
qiivvalorin bas vektorudur. Malumdur ki, R® = z Fe.
Sistemin kiitlosi onu toskil edon maddi noqtalorin
kiitlalorinin Comina barabordir, yoni M = Zmi .
Isbati. ©vvalca sistemin kiitlolor morkozi anlayigmin no
oldugunu miioyyan edok. Sistemin kiitlolor morkazi elo bir

handoasi noqtaya deyilir ki, onun istonilon torponmaz noqtoys
nozoran radius-vektoru bu ifads ils toyin edilsin:

M (1)

c = M !
burada m, —sistemin ixtiyari i maddi noqtosinin kiitlasi; T, —
radius-

vektorlarinin baglangici eyni torpanmoz noqtods yerlosir. (1) -
don yaza bilorik:

homin maddi noqtonin radius-vektorudur. I, vo T,

1 c

MF, => mf. @)
Bu ifadodon zamana gors iki dofs téromo alaq:

der,
at? =2m,
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Kinematika qaydalarina géra

2o 2o
drc:VVC, d°f _& } @

dt?

Burada W, — sistemin i maddi ndqtosinin tocilidir.
(4) ifadalorini (3)-ds yerino yazsaq alariq:

MW, =) mW,. (5)
Nyutonun ikinci ganununa gors
W, = e+, ©
F°® vo F’'— uygun olarag sistemin i maddi ndqtosino
tosir edon xarici vo daxili qiivvolordir.

(6) barabarliyini sistemin maddi ndqtalorinin hamisi U¢lin
tortib edib comlosok alariq:

2 MW => F°+> F’ ()

Molumdur ki, sistemin daxili giivvalarinin handasi comi
sifra barabordir, yani Z Ifij =0.Onda

2 MW, => Ff ®)

olar. Zﬁle =R® olduguna goro Z:miVVi =R® . Bu ifadoni (5)
—do yerinoa yazsaq oldo edorik:

MW, = R®. (9)



Teorem isbat olundu. Bu teoremi asagidaki sokildo do
yaza bilorik:

MW, = F°. (10)

Alinmis  boraborliyi  koordinat  oxlart  {izerino
proyeksiyalasaq baxilan teoremin analitik ifadslarini alariq:

d?x .

2
|\/|ddt32’°= Fe, (11)
d?z, 3
M g~ 2

Burada Xe» Yeor Z, —SiStemin kiitlolor morkazinin

koordinatlaridir. (11) ifadolori sistemin kiitlolor morkazinin
harokatinin diferensial tonliklori adlanir.

Sistemin kiitlalor morkozinin harokoti hagqinda teoremoa
gora daxili qiivvalar kiitlolor markazinin horakatino bilavasita
tosir etmir. Ona goro do xarici qiivvalor olmadiqda sistemin
kiitlolor morkozi ya torponmoz qalir, ya da boraborsiirotli
diizxatli harokot edir.

3.17. Sistemin harakat miqdar1 haqqinda teorem
Teorem. Sistemin horokot miqdarindan zamana goros
alinmis téroma bu sistemo tosir edon Xarici qiivvolorin bas

vektoruna barabardir.
Teoremin riyazi ifadosi:
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K _ge.
t
Burada K —sistemin  horokot miqdart (K = Z:mi\7i );

R® —sistemo tosir edon xarici qiivvelorin bas vektorudur
(R® = Z F.° ). Sistemin horokot migdar1 vektorial komiyyatdir.

V, —sistemin ixtiyari i maddi ndqtesinin siiratidir.
Isbati. Sistemin ixtiyari olaraq gotiiriilmiis i maddi
ndqtesi Uglin dinamikanin asas tonliyini yazaqg:
W, = B+ F @
burada F,° vo F.’ —uygun olaraq sistemin i maddi ndqtosino
tasir edon Xarici va daxili giivvalordir.

Kinematikadan molumdur ki, W, = % Onda
av, d -

mwW, =m—-=—myV,. (2)
dt dt

Bunu (1) —do nozars alaq:

v, =R+ R @

a|a

(3) ifadosini sistemin maddi noqtolorinin hamist U¢ln
tortib edib comlasaok alariq:

TAED AT AR @

burada
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d - d _ dK
Zamivi _aZmiVi =
> F*=R*; > F'=0.

Onda (4) ifadossino gora
" ore )

olar. Bununla da teorem isbat olundu.
(5) borabarliyini koordinat oxlar iizerina proyeksiyalasaq
baxilan teoremin analitik ifadoalorini oldo edorik:

dK
Wp, Type WG _pel (6)
dt dt dt
Qeyd edak ki, sistemin horokot miqdarmi belo do ifads
etmok olar:

K=>mV, =>m dt dt mr . 7)

Molumdur ki, Z:mil’i =MT,. Onda

(8)

Bu ifadslordo T; vo I, —uygun olaraq sistemin ixtiyari i
maddi ndqtesinin vo bu sistemin kiitlolor morkozinin radius-
vektorlari; \7C — kiitlalor morkazinin suratidir.
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3.18. impulslar teoremi

Teorem. Sistemin hoarokot migdarinin miioyyon zaman
fasilosindo doyismasi bu sistemo tosir edon Xarici qilivvalorin
homin zaman fasilosindoki impulslarinin hondesi Comina
barabardir.

Teoremin riyazi ifadasi:

K-K,=Y5.

Burada K, vo K —baxilan zaman fasilosinin uygun olaraqg
baglangic  vo  sonunda  sistemin  horokot  miqdary;
ZSie —sistemo tosir edon Xarici qiivvelorin homin zaman

fasilosindoki impulslarinin hondasi comidir.
Isbati. Sistemin harokot miqdar1 hagqindaki teorema gora

dd—f = R*. Xarici qiivvelorin bas vektoru R® => F°.Onda
dK -
K _SEe 1
dt 2F M
buradan
dK =3 Fedt. 0

Bu ifadoni uygun sorhoadlor daxilindo inteqgrallasaq
alaraq:

A

K- Fedt. (3)

o=Z

t
Isaro edok: _[If-edt=8_-e. Bu halda (3) ifadosi belo
0

O t—

yazilar:
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K_KOZZ:gie- 4)

Teorem isbat olundu.
(4) barabarliyini koordinat oxlar1 tizerina proyeksiyalasaq
baxilan teoremin analitik ifadslorini alda edorik:

Kx - Kox :Zsii'
K, —Kg, =S, (5)
Kz - Koz :ZSS'

Bu teoremi bazon sistemin harokot migdarinin doyismasi
haqqinda teorem do adlandirirlar.

3.19. Sistemin kinetik momenti haqqinda teorem

Teorem. Sistemin hor hansi torpanmoz morkaza nozoron
kinetik momentindon zamana goro alinmig téroma bu sistemo
tosir edon Xxarici qiivvelorin homin morkozo nozoron bas
momentina borabordir.

Teoremin riyazi ifadosi:

oL,
dt

_ M.

Burada L, —sistemin hor hansi torponmoz O morkozino no-

zoran Kinetik momentidir. Kinetik moment sistemin maddi
ndqtalorinin harokat migdarlarinin hamin O morkazins nozoron
vektor-momentlorinin hondssi Comina, yoni bas momentino

borabordir. Demali L, = Zmo (MV,). M¢ —sistemo tosir edon

xarici qiivvalorin O morkazins nozaran bas momentidir vo belo
ifado olunur: Mg =>"m_(F°).
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Isbat. Sistemin ixtiyari olaraq gotiiriilmiis i maddi
noqtasi UGN harokat migdarinin momenti haqqindaki teoremi
yazaq:

Smy M) = my(F*)+m, (F)), )

burada m,(m.V,) —sistemin homin i maddi ndqtosinin horokot
miqgdarmin har hansi torpanmoz O moarkozino nozoran vektor-
momenti; m,(F°) vo m,(F') sistemin i maddi ndqtosino
tosir edon Xarici vo daxili qiivvalorin homin O moarkazinog
nazaran vektor-momentloridir.

(1) ifadesini sistemin maddi noqtalorinin hamist U¢ln
tortib edib comlosok alariq:

d __ — R [
zamo(mi\/i)zzmo(ﬁ )"‘Zmo(FiJ)- 2)
Molumdur Ki, sistemin daxili qiivvalorinin istonilon

morkozo nazoron vektor-momentlorinin hondasi comi sifra
barabardir. Demoli » M, (F')=0. Onda

d o Ao, o
Zamo(mivi)_ dtzmo(movi)

oldugunu nazors alaraq (2) ifadesindon

3 mm) = Ly () ®

baraborliyini alariq. Burada
Smm=Li  YmFE)=M, @
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Bu ifadslari (3)-ds nazars alaq:

dl,
° = M. 5
i Mo ®)

Teorem isbat olundu.
(5) barabarliyini koordinat oxlar1 tizarina proyeksiyalasaq
baxilan teoremin analitik ifadslorini alds edorik:

a7 At dt

dL
de Me y _ Me sz Me } (6)

Xususi hallarda sistemo tosir edon Xarici qiivvalorin
verilmis morkoza, yaxud oxa nazoran bag momenti miioyyon
zaman fasilosi orzinds sifra barabar ola bilor. Onda (5) va (6)
ifadolorino uygun olaraq sistemin homin morkozo, yaxud oxa
nazaran Kinetik momenti bu zaman fasilasi arzinds sabit galar.

3.20. Sistemin Kinetik enercisi (Keniq teoremi)

Sistemin kinetik enercisi imumi halda Keniq teoremina
asasan hesablana bilor.

Teorem. Sistemin Kinetik enercisi kutlosi bu sistemin
kitlosina barabar hesab olunan kiitlolor morkozinin Kinetik
enercisi ilo sistemin  homin morkoz otrafindaki  nisbi
harokatinda malik oldugu Kinetik enercinin comina barabordir.

Teoremin riyazi ifadosi:

A mV,2

2+22'

T
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Burada T —sistemin Kkinetik enercisi; M —sistemin
kiitlasi; V, —sistemin kiitlolor markozinin siirati; m, —sistemin
ixtiyari i maddi noqtesinin kiitlesi; V,; —hamin maddi néqtonin
sistemin kutlolor morkozi otrafinda nisbi  harokotindoki
suiratidir.

Ishati. Baxilan sistemin ixtiyari olaraq gétiiriilmiis i
maddi noqtasi Uglin kinetik enercinin ifadesini yazaq:

2
T - m,V,
2

: (1)

Burada V, —sistemin i maddi noqtesinin miitloq siiratidir.

Sistemin kinetik enercisi iso onun ayri-ayr1 maddi noqtslorinin
kinetik enercilorinin comino borabordir, yoni

miVi2

T=>T,=> 5 )
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Baxilan halda i maddi noqtesinin miitlaq siirati

V. =V, +V,. 3)

Onda
V2=V -V =V, +V,) - (V, +V,) =V + 2V, -V, +VF . (4)

Bu ifadoni (2)-do yerino yazagq:

mV2

va2+ZmV VA S/
mV2 )

=—Zm +V ) mV,+ ) —

dr, d _

burada m =M, mv,=>m-—=—>mr.
2m 2 dt  dt
Molumdur ki, Z:mil’i =MT,.Onda Zmi\zi :diM r, vo
MV> — d m\V 2
T=—~+V,- —MF_+ ) ——. 6
2 Cdt ° 2 2 ©

Baxilan halda radius-vektorlarin baglangici sistemin
kiitlolor morkazi olan C noqtesinds gotirilir. Demali, T, =0.

Noticads (6) baraborliyindon alariq:

I\/IVC2 m|VI'|2
+y (7)

T =
2 2

Teorem isbat olundu.
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3.21. Sistemin Kinetik enercisinin dayismasi
haqqinda teorem

Teorem. Sistemin hor hansi yerdoyismosindo onun
kinetik enercisinin doyismosi bu sistems tosir edon Xxarici va
daxili qlivvelorin homin yerdoyismoado gordiiklori islorin
Comind borabordir.

Teoremin riyazi ifadasi:

T-T,=)A+>A.

Burada T, vo T —yerdoyismonin uygun olaraq baslangicinda

va sonunda sistemin kinetik enercisi; » A° vo > Al —uygun

olaraq xarici vo daxili qiivvalorin sistemin  baxilan
yerdoyismosindo gordiiklori islorin comloridir.

Isbati. Sistemin ixtiyari olaraq secilmis i maddi noqtosi
ucuin kinetik enercinin doyismosi haqqindak: teoremi yazaq:

miVi2 mIVOZI
— - =A+A, (1)
m.V 2 m.V.2

burada '2 oL vo '2' —sistemin baxilan yerdoyismosinin

uygun olaraq basglangicinda vo sonunda onun ixtiyari i maddi
ndqtosinin Kinetik enercisi; A° vo A — uygun olarag homin
yerdoyismado i maddi néqtosina tasir edon Xarici vo daxili
qiivvolarin igloridir.

(1) ifadesini sistemin maddi noqtolorinin hamist U¢ln
tortib edib comloasaok alariq:
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m\V.2

S TE-TACEA. @

Isaro edok:

mV 2

Z'izﬁ, Zﬁf:W:} 3)

Onda _
T-T,=)A+>A. (4)

Teorem isbat olundu.

Sistemin daxili giivvalori onun maddi néqtalorinin ancaq
qarsiligh yerdayismalarina sobab ola bilor. Miitlaq bark cismin
noqtolori arasinda iso qarsiligli yerdoyismolor mimkin deyil.

Onda bu hal tigiin > A’ =0 olar. Naticado sistemin kinetik

enercisinin doyismosi haqqinda teorem bark cisim U¢lin belo
yazilar:

T-T,=2 A" )
3.22. Sistem Uc¢lin Dalamber prinsipi

Prinsip. Sistemo tosir edon verilmis qiivvalorin, rabito
reaksiyalarmin vo bu sistemin maddi noqtslorinin inersiya
qiivvolorinin bas vektorlarinin hondesi comi sifra borabordir,
hom¢inin homin qiivvolorin hor hansi torpomoz morkozo
nazaran bas momentlarinin hondasi comi sifra barabardir.

Prinsipin riyazi ifadosi:



Burada F* N* F™ —uygun olaraq verilmis qiivvalorin, rabito
reaksiyalarmin  vo sistemin maddi noqtolorinin  inersiya
qivvelorinin  bas  vektorlar;  MF MM M/ —homin
qiivvalarin ixtiyari olaraq gotirulmus torpanmoz O morkazina
nozaran bas momentlaridir.

Sistem Uglin  Dalamber prinsipi  asagidaki  Kimi
osaslandirilir.

Sistemin ixtiyari i maddi noqtesi Ucglin Dalamber
prinsipini yazaq:

F N, +F" =0, &

burada F,, N, vo F™ —sistemin homin i maddi ndqtesino
tosir edon verilmis qiivve, rabito reaksiyast vo bu maddi
ndqtanin inersiya qiivvalaridir.

(1) ifadasini sistemin maddi noqtalorinin hamist U¢ln
tortib edib comlosok alariq:

LFR+XN+XF" =0, @)
burada
SE=Fx  YN=Nx YF"-=-F"} @
Onda
F*+N*+F™ =0 (4)

baraborliyini, yoni sistem (g¢lin Dalamber prinsipinin birinci
riyazi ifadssini aldo edorik.

189



Sistemin i maddi noqtesinin ixtiyari torponmoz O
morkozino nozoron radius-vektorunu r, ilo isaro edok. (1)

barabarliyini vektorial olaraq T, -ys vuraq:

FxF+FxN +FxF" =0. ()

-

Statika qaydalarina gora

[xF =My (F), [xN, =my(N), xF"=m,(F")} (6)
Bu ifadalari (5)-ds yerinos yazaq:

m, (F.)+m,(N,)+m,(F™)=0. (7)

Alinmig boraborliyi sistemin maddi noqtolorinin hamisi
Ucln tartib edib comlasok

2Mo(F)+ 2mo(N)+ XM (F") =0 (®)
olar. Burada
S E)=ME, Ym (NI, T EN =M} ©)

(9)-u (8) —do yerino yazsaq sistem ugln Dalamber
prinsipinin ikinci riyazi ifadssini alds edorik:

MF+MN+MF" =0. (10)
3.23. Bork cismin inersiya momentlari

Inersiya momenti bork cismin firlanma horokatinds onun
otalat Olgusidar.
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1. Bork cismin oxa nazoran inersiya momenti. Bork
cismin oxa noazoran inersiya momenti skalyar komiyyat olub bu
cismin hissaciklorinin  kiitlolorinin  onlarin oxdan olan
mosafalorinin kvadratina hasillorinin coming barabardir.

Verilmis bork cismin koordinat oxlarina nazaran inersiya
momentlorini toyin edok. Bu mogsadlo cisimdon m, kiitlali
ixtiyari M, hissaciyi ayiraq (sok.3.15).

Torifo goro

3, =Im(M,A),
‘]y:zmi(MiBi)zl (1)
J; :Zmi(MiDi)z'

Burada J,,J,,J, —baxilan cismin X,y vo z oxlarina nazaran

inersiya momentloridir.
M, hissaciyinin koordinatlarini X;,y; vo z; ilo isars
edorok sok. 3.15-0 osason yaza bilorik:




(M, A)? =y +27,
(MiBi)z = Xi2 +Zi2 (2)
(M;D;)* = x +y;.

Bu ifadolori (1)-do yerino yazsaq alariq:

Jy :Zmi(yi2 +Zi2)!
‘]y =Xm, (Xi2 +Zi2)1 3
J, :Zmi(xiz +yi2)'

Bork cismin oxa, mosalon, z o0xuna nozoran inersiya
momentini bazan bu clr ifads edirlor:

J =Mi2, (4)

burada M cismin kiitlasidir, i, isa cisSmin z o0xuna nazaran

inersiya radiusu adlanir.

2. Bork cismin qiitba (ndqtoys) nozoran inersiya momen-
ti. Bark cismin qiitbo nozar inersiya momenti skalyar komiyyot
olub bu cismin hissaciklarinin kiitlalorinin onlarin qiitbdon olan
mosafolorinin kvadratina hasillorinin comino barabardir.

Cismin O koordinat baslangiCina nozoron inersiya
momentini toyin edok. Torifs osason

z

Jo =Xm (M;0)* =Xmr?. (%)
Sok.3.15-don
e =xt+y’ +z7. (6)
Onda
‘]ozzmi(xi2+yi2+zi2)' (7)
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(3) barabarliklarini toraf-torafs toplasaq alariq:
2 2 2
J,+J,+J3, =22Xm (X7 +y; +z7). (8)

(7)-ni burada nozers alsaq J, +J, +J,=2J, olar.
Axirinci ifadodon tapa bilorik:

1
Jozz(Jx+Jy+Jz). 9)
3.24. Bark cismin torpanmaz ox atrafinda firlanma
harakatinin diferensial tanliyi
Tutag ki, baxilan bork cisim verilmis Xarici
F°,FS,..,F° qivvoloinin tosiri altinda torpenmoz 2z OXU
otrafinda @ bucaq siirati ilo firlanir (s0k.3.16).
Sistemin kinetik momenti haqqinda teorema goéra

dL,
dt

M7, (1)

burada M¢ —verilmis F°,F/,..,F° qiivvalorinin z oxuna

nazaran bas momentidir, yoni bu qiivvalorin z 0xuna nozaran
momentlarinin comind barabardir. Demoli

M7 =2m,(F%). )
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Sok. 3.16

Dayaq reaksiyalarinin z oxuna nozoron momentlori sifra
borabar hesab olunur (siirtiinmo qiivvalori nozors alinmirsa
reaksiya qiivvalorinin tosir xotlori z oxu ilo Kkasisir).

L, —cismin z oxuna nazoron Kinetik momentidir. L, —1i toyin
etmok UgUn cisimden elementar M, hissaciyi ayiraq. Bu
hissaciyin z oxundan olan mosafosini  r;, kiitlosini m,,

siiratini iso V, ilo isaro edok. Onda yaza bilorik:
L, =£XmVir, 3

V, = or; oldugu Uglin L, =+@Xm;r? almar. Molumdur
ki, Ymr? cismin z oxuna nozeren inersiya momentino
borabardir, yoni >m.r;*> = J,. Digor torafdon + @ = o, . Onda

L =J o,. 4)

z z z
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L, —in bu ifadssini (1)-ds yerins yazaq:

do,

J =M:. 5
©odt ’ ®)
Kinematikadan molumdur ki, o, :?j—(t”. Bunu (5)-da
nazars alsaq
d?e
J =M? 6
“dt? ’ ©)

olar. Alinmis ifado bork cismin torpanmoz 0X otrafinda
firlanma horakatinin diferensial tanliyi adlanir.
3.25. Bark cismin Kkinetik enercisi

Istonilon maddi sistemin, o ciimladan bark cismin kinetik
enercisi

mV,’

T=y (1)

burada m, va V, —sistemin (bark cismin) ixtiyari i hissaci-
yinin uygun olaraq kiitlasi va siiratinin moduludur.

1. Bork cismin iraliloma harokati. Malumdur Ki, iraliloma
harokati edon cismin bltin noqtalori baxilan anda eyni surata
malik olur. Yoni V, =V . Bunu (1) ifadesinds yerins yazaq:

T=) ——=—%m. (2)
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2m, =M oldugunu (M —cismin kiitlesi) nozoro alaraq

iraliloma harakati edon cismin Kinetik enercisini bela ifada eda
bilorik:

2
T:M;/ . (3)

2. Bork cismin torpanmoaz 0X otrafinda firlanma horokati.

Bu halda cismin ixtiyari olaraq gotiriilmiis i hissaciyinin
stirati

V, =or, 4

burada @ —firlanan cismin bucaq siirati; r, —cismin baxilan i

hissaciyinin firlanma radiusudur. Bu ifadoni (1)-do yerina
yazsaq alariq:

2
@

T:7Zmiri2. (5)

Molumdur ki, Xmr?=J, (J,-cismin z firlanma
Oxuna nazaran inersiya momenti). Onda

T="22 (6)

3. Bork cismin miistovi-paralel horokoti. Kinematikanin
miiddoalaria gora bu horokato cismin C kiitlolor morkozinin
harokati ilo bu markoz otrafinda bas veran firlanma horokatinin
comi kimi baxmaq olar. Onda Keniq teoremina goro

2 2
- M;’ +—ch2“’ . @)

T
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Burada J_, —cismin C kiitlolor morkezindon kegorok

yastt fiqurun harokot miistovisino perpendikulyar yonslon z
oxuna nazaran inersiya momentidir.

4. Bork cismin torponmoz ndqto otrafinda firlanma
harokati (sferik harakot). Kinematikadan moalumdur ki, cismin
sferik harokatino zamanin hor bir aninda torpanmoaz ndqtoden
kegon ani ox otrafinda firlanma horokoti kimi baxmaq olar.
Onda (6) ifadesine uygun olaraq yaza bilarik:

T=e2 ®)

Burada J_, —cismin ani firlanma oxuna nozoren inersiya
momentidir. Umumi halda J_ doyison komiyyatdir, guinki

zaman kecdikco ani firlanma oxu cismo nozoron 0z yerini
doyisir.

5. Bork cismin ixtiyari horokoti. Bu horokoto kiitlolor
morkozinin horokoti Kimi irslilomo horokoti ilo bu morkoz
otrafinda bas veron sferik horokotin comi kimi baxmaq olar.
Onda Kenig teoremina gora

2 2
et ©)

T

burada J_, —cismin kiitlolor morkozinden kegon ani firlanma
0Xxuna nazoran inersiya momentidir.

3.26. Maddi noqtanin va sistemin mimkin yerdayismalori.
Ideal rabitolor

Maddi néqtanin mimkiin yerdoyismasi onun rabitolarinin
imkan verdiyi istonilon sonsuz kigik yerdoyismosino deyilir, bu
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sortlo Ki, homin andan etibaran sistemin rabitolori stasionar hesab
olunsun.

Maddi ndqtenin  mimkin yerdoyismasini 6T ilo isaro
edacayik.

Maddi ndqtonin - mumkin yerdoyismosini onun haqiqi
yerdoyismasindon forglondirmok lazimdir. Masalon, torponmoz
miistovi lizarind qoyulmus maddi noqtonin bu miistovi {izarindo
tosovviir olunan istonilon sonsuz Kicik yerdoyismasi mumkin
yerdayismadir. Hoaqiqi yerdoyismo iso ndqtonin - mumkin
yerdoyismolarindon biridir vo ona tesin edon qiivvalorden,
hamginin baslangiC sartlordon asili olaraq bas verir.

Sistemin mimkiin yerdoyigsmasi onun maddi ndqtalarinin
baxilan anda malik olduqglart mimkiin yerdoyismolorinin comino
deyilir. Sistemin bir-birindon  asih olmayan mumkin yerdo-
yismolarinin say1 bu sistemin sarbastlik doracasi adlanur.

Ideal rabitolor elo rabitolora deyilir ki, sistemin istenilon
mimkin yerdoyismasinds onlarin reaksiya qiivvalarinin iglarinin
cami sifra barabar olsun. Bu sarti adsten bels yazirlar: > 6A =0.
Ideal rabitolora misal olaraq siirtiinmoesiz oynaglari, {izorino maddi
noqts, yaxud cisim qoyulmus torponmoz hamar sothi, uzanmaz
¢okisiz saplari, miitloq bark cismin noqtolori arasinda olan rabitoni
Vva S. gostarmak olar.

Misal olarag iki cubugu birlogdiron siirtiinmosiz oynagi
nozordon kegirok (50k.3.17). Oynagin OA vo OB ¢ubuglarina tosir
edon reaksiya qiivvalorini uygun olarag R vo R’ ilo isaro edok.

Tosirin oks tosiro borabar olmast aksiomuna goro R = —R’.
Buradan R+R’ =0. Indi O oynagma her hanst 7 mimkiin

yerdoyismosi verak. Bu yerdoyismode R qiivvesinin elementar isi
R-6F—o, R’ qiivvesinin isi iso R’ -ST —o borabor olacaqdir.
Bu isla rin comi

R-6f+R'-6r=(R+R')-6r=0.



Sok. 3.17

Beloliklo rabito (baxilan halda oynaq) ideal (stirtinmosiz)
olduguna goéra onun reaksiya qiivvalorinin iglorinin comi sifra
barabar oldu.

3.27. Mimkin yerdayismalar prinsipi

Prinsip. Ideal rabitoli sistemin baxilan vaziyyatdo
miivazinotdo olmasi 0Uc¢lin ona totbig olunmus verilmis
qiivvolorin  sistemin bu voziyyetindon istonilon mimkin
yerdoyismasinda goOrdiyi islorin cominin sifra barabar olmasi
zoruri vo Kafidir.

Prinsipin riyazi ifadasi: 2 0A: =0.

Zorurilik sortinin isbati. Forz edok ki, baxilan ideal
rabitali sistem verilmis voziyyotdo miivazinatdodir. Bu halda
20A: =0 sortinin  Odonildiyini isbat edok.  Sistem
miivazinotdo oldugu Uglin onun ixtiyari M maddi noqtoesi do
miivazinatdo olacaqdir. Onda bu maddi ndqtoys tosir edon
verilmis (aktiv) F qiivvesi vo N rabito reaksiyasi
miivazinatlogsmis qiivvalor sistemi toskil edocoklor, yoni
F =—N. Buradan

F+N=0. (1)
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Sistemo hor hansi bir mimkin yerdoyismo verak. Onda
onun M maddi noqtesi mioyyon bir or mumkun

yerdoyismosi alacaqdir (sok.3.18a). F vo N qiivvelerinin bu
yerdoyismodoki elementar islori uygun olarag oA, = F - 6T vo

oA, = N - 6T olar. Bu islorin comi

A +A, =F-6T+N-6T=(F+N)-o7. (2
(1) ifadesini burada nazars alsaq
A+ =0 ©)

olar. Bu barabarliyi sistemin maddi ndqtalorinin hamist Ugin
yazmaq mimkindir. Homin ifadoslori torof-torofo toplasaq
alanq:

YOA +2 A, =0. (4)

¢

=
<
B!

Sok. 3.18

Molumdur ki, ideal rabitolorin reaksiya qiivvalorinin
islorinin comi sifra borabordir, yoni >0A, =0. Onda (4)

ifadesindon zorurilik sortinin isbatini alds edorik: 2 0A: =0.
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Kafilik sortinin isbati. Forz edok ki, 2X0A. =0 sorti

odonir. Isbat edok ki, bu halda siikunotdo olan ideal rabitali
sistem horakato golo bilmoaz. Dediyimizi siibut etmoak Ucln oks
forziyyadon istifado edok. Tutaq ki, homin halda sistem, o
ctiimladon onun ixtiyari M maddi noqtasi siikunatdon harokata

kecir. Bu maddi noqtoyo tesir edon F vo N qiivvelerinin
ovozloyicisini R ilo isaro edok (sok. 3.18b). Belo Ki,
F+N=R. M maddi  noqtesinin  OT yerdoyismasi
R ovozlayicisi istigametinda olacagdir. Onda

A +A, =A, =R-67 >0. (5)
Butiin sistem tglin yaza bilorik:
2OA: +20A, >0. (6)

Sistemin rabitalori ideal oldugu Uglin > 6A, =0. Onda
(6)-ya gora

20A: >0

olar. Bu da yuxarida gostorilon > 0A; =0 sortino ziddir.

Demoli, oks halda forziyys dogru deyil, vo sistem baxilan halda
stikunat vaziyyatindon horokoto kego bilmoaz. Bununla da
kafilik sorti ishat olunur.

20A: =0  sortini (sadalik Uclin indekslori ataraq)

> F -o6F =0 soklindo, yaxud asagidaki formada da yzmaq olar:

2(Fx+F oy +F,a)=0, (7)
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burada F,, F,, F,—sistemo tosir edon verilmis (aktiv)
qiivvalorin uygun proyeksiyalari; &,,0,,0, —sistemin maddi
noqtalorinin ST yerdayismolorinin proyeksiyalaridir. Bazon
X, & va Sz—o sistemin noqtalorinin  Koordinatlarinin

variasiyalar1 da deyirlor.
(7) barabarliyini statikanin Gmumi tonliyi adlandirirlar.

3.28. Dinamikanin Gmumi tanliyi

Sistem Uglin Dalamber prinsipino gors zamanin hor bir
aninda sistemo tosir edon verilmis (aktiv) qiivvalor, rabito
reaksiyalart vo bu sistemin  maddi nogtolorinin inersiya
quvvalori miivazinatlogmis sistem toskil edir. Onda muimkin
yerdayismalar prinsipine gora ideal rabitoli sistemin istonilon
mumkin yerdoyismoasindo bu qiivvalarin gorduyi islorin comi
sifra borabor olmalidir. Homin yerdoyismodo ideal rabitolorin
reaksiya quvvalorinin iglorinin caminin sifra barabar oldugunu
nozoro alaraq vo yazilisin sadosloyi Uglin indekslori ataraq
deyilon naticani bels ifado etmok olar:

YF-6r+>XF".6r=0 (1)
burada F —sistemin ixtiyari maddi noqtesino tosir edon
verilmis qiivvo; F™ vo ST —homin maddi ndqtonin inersiya
qiivvesi vo mimkiin yerdoyigsmosidir. Bu boraborlik analitik
sokilda bels yazilar:

Y(F.ox+F,oy + F,o) + X(F"ox+ F,"y + F,"%z) =0,  (2)
yaxud
S|(F, +F o+ (F, + F oy +(F, + F 2] =0, (3)
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burada F,,F,,F, F",F",F" —uygun olarag F vo F"
qiivvalorinin  proyeksiyalart; &, dy, oz —sistemin ixtiyari
maddi noqtesinin ST mimkin yerdoyismoasinin proyeksiya-

laridir.

Mbolumdur Ki,
2
Fr= md—z(,
dt
in dzy
Fy :—mF, (4)
: d?z
Fm —_ - =
! dt?

Burada  x,y,z-sistemin  homin maddi  ndqtosinin
koordinatlaridir. (4) ifadslorini (3)-do yerino yazsaq alariq:

_d’x _d?y 4z o o (5
ZKFX mdt2]5x+(Fy mdtzJ@H(Fz mdtz]&} 0- (5

Bu boraborlik dinamikanin imumi tonliyi adlanir.

3.29. Sistemin iimumilosmis koordinatlar:

Maddi sistemin imumilogmis koordinatlar1 bir-birindon
asili olmayan, yoni sorbast doyison elo parametrlora deyilir ki,
onlar bu sistemin fozadaki voziyyotini birmonali sokildo
miioyyon edir. Umumilosmis koordinatlari bazon Lagranc
koordinatlari da adlandirirlar.

Sistemin  Gimumilosmis koordinatlarmin sayr onun
sarbastlik doracasinin sayina barabordir.

Misal olaraq carxgolu-siiriingaC mexanizmini noazorden
kecirok (sok. 3.19). Bu mexanizmin vaziyyoti onun OM,
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carxgolusunun ¢ donma bucagi ilo tamamilo toyin olunur.
OM =r, M;M, =1 oldugunu bilorok mexanizmin M, veo

M, noqtslorinin koordinatlarini bels ifads etmok olar:

X, =rcose, Yy, =rsing, }
1)

X, =rcos@+4/1> —r’sin®¢p, vy, =0.

Yy M (x, »)

Sok. 3.19

Deyilonlor gostorir ki, bu mexanizmin ancaq bir
sorbastlik  doracasi vardir. Baxilan halda timumilogmis
koordinat rolunu ¢ bucagi oynayir.

Indi Gmumi hali nozordon kegirok. Tutaqg ki, k sorbostlik
dorocasi olan sistem n maddi ndqtodon ibarstdir. Sistemin
umumilosmis koordinatlarin1 q,,d,,...,, ilo isaro edarok onun

ixtiyari i maddi noqtosinin dekart koordinatlarint bu cir ifada
edo bilarik:

X = X; (g, Ozeens Oy )
Yi =Y (ql’qZ""’qk)! (i :112:---"1) (2)
Z; = 2; (01, 0z -, G )-
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(2) ifadolorinin Umumi saytr 3n—o borabordir. Bu
tonliklor sistemini q,,q,,...,q, —ya gora hall edorak onlari

aradan ¢ixarsaq X;,V;,z, (i=12,...,n)koordinatlar1 arasinda

3n—k sayda asililiq alariq. Bu asililiglar sistemin rabito
tonliklori olacaqdir.

Sistemin horokoti vaxtr onun timumilosmis koordinatlari
zamandan asil1 olaraq doyisirlar, yani

Q=) ¢=0,@), . g =00} @

Bu ifadoloro sistemin  horokotinin  Gimumilogmis
koordinatlarda kinematik tonliklori deyilir.

Umumilosmis koordinatlardan zamana goro almmis
birinci téramo sistemin timumilosmis stiratlori, iKinci téromo
iso imumilogmis tacillori adlanir.

3.30. Sistemin iimumilasmis koordinatlarda
miivazinat sortlori

Forz edok ki, k sorbastlik daracasi olan ideal stasionar
rabitoli maddi sistem verilmis qiivvalor sisteminin tosiri altinda
miivazinotdodir. Onda mumkin yerdoyismalor prinsipine
uygun olaraq yaza bilorik:

LA =0, 1)
yaxud
>F -of =0, )

burada oT, —sistemin ixtiyari i maddi noqtesinin bu sistemin
mumkiin yerdoyigsmosindo aldigi yerdoyismadir, I; iso homin

maddi ndqtonin radius-vektorudur. Bu radius-vektor sistemin
timumilesmis koordinatlar1 q,q,,...,d, — dan asilidir, yoni
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= (0 0 ). ®3)

Onda radius-vektorun oJF, artimi (variasiyast) (3)
soklindo verilon T, funksiyasinin tam diferensiali tapilan kimi
tapila bilor:

or, or, or,
5F, =150, 4 180, +. b L850, (4)
oq, o, O

Burada 6q,,00,,...,00, —timumilosmis koordinatlarin

variasiyalardir.
(4)-U (2)-do yerino yazsaq alariq:

Z(Fi .(i:)gqlJrZ[E -aac:‘jéqz +...+Z{Fi -S;Jéqk =0, (9

yaxud

— Or, — Or or,
o F-—+0 F-—+..+0 F-—-=0. (6
qlz i aql qZZ i aqz qk aqk ()
Isaro edok:

ZF =Q, ZE o= Qe ZF } (7

Qz

Q,, Q,, ..., Q. sistemin Umumilagmis qiivvalari adlanur.
(7) ifadaloarini (6) barabarliyindas nazars alsaq oldos edarik:

Q,60, +Q,60, +...+Q,0q, =0. (8)
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(8) sorti ideal rabitoli sistemin istonilon muimkin
yerdoyismosinds 6donmolidir. Bu iso 0 demokdir ki, (8)
boraborliyi imumilosmis koordinatlarin bir-birindon asili
olmayan &q,,4,,...,4, Vvariasiyalarinin butlin qiymetlorin-

do dogrudur. Bunun Gcin iss Q,,Q,,...,Q, omsallar1 sifra
borabar olmalidir. Belalikla,

Q1 =0, Qz =0, .., Qk =0. } (9)

Alinmis ifadslor sistemin imumilosmis koordinatlarda
miivazinot sortlori adlanir. Buradan goérundr ki, ideal
rabitali sistemin verilmis voziyyatdo miivazinatdo olmasi
uclin onun bu vaziyyatino gdro hesablanmis iimumilogmis
qiivvalarin sifra boarabar olmasi zaruri vo Kafidir.

(9) ifadoslorindon  gOrindlyld  Kimi, miivazinot
tonliklorinin say1 sistemin sorbostlik doroCosinin sayina
borabordir.

Umumilosmis qiivvelori asagidaki metodika ilo
hesablamag mogsadouygundur. Sistemo elo mumkin
yerdoyismo veririk ki, onun bir Gmumilogmis koordinati,
masalen, @, doyissin. Onda

5q, #0, 89, =69, =...=5q, =0. } (10)

Bu yerdoyismodo elementar islorin comi

Zé‘A,/: =Q,-9q,. (11)
Buradan
DA
, ==—. (12)
0q,

Digor imumilasmis qlivvalar do bu gayda ils tapilir.
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